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1.

a)

Tutorium zur Vorlesung
,Grundlagen der Mathematik I*

-Bearbeitungsvorschlag-

Wir formulieren die Verneinung der Aussage wie folgt:
Jr,y e R,z,y >0mit 22 <y? A x>y

(Das Wortchen ,mit* kénnen wir auch durch einen Doppelpunkt ersetzen, oder auch ganz
weglassen.)

Die Aussage ohne die Einschrankung lautet
A: VryeRgilt: 22 <y? =2 <.

(Auch hier kénnten wir das Wortchen ,,gilt* auch durch einen Doppelpunkt ersetzen, oder
wieder auch auch ganz weglassen.)
Diese Aussage ist falsch, da wir ein Gegenbeispiel finden kénnen. Zum Beispiel betrachten
wir x = 0,y = —1, dann gilt

2=0<1=1y>

aber es ist
0> —1.

Damit gilt die Verneinung obiger Aussage A, also
—A: Iy eR mit 22 <y? A x>y

also ist die Aussage A falsch.
Seien a,b € R mit a,b > 0 beliebig. Es gilt

(a—b)*>0,
was sich mit Hilfe der binomischen Formeln zu
a’>—2ab+b*> >0
umformen 1d8t. Wir kénnen auf beiden Seiten 4ab addieren und erhalten
a® +b? + 2ab > 4ab.
Dies ist unter Benutzung einer binomischen Formel dquivalent zu
4ab < (a + b)2.
Wegen 4ab > 0 kénnen wir dies auch schreiben als

(Viab)® < (a +b)*.



Nun kénnen wir () benutzen, da sowohl v4ab > 0 als auch a 4+ b > 0; es folgt
Vidab < a+b

was sich wegen Vaab = /4 - vab = 2v/ab auch so schreiben 148t
2\ ab <a+b,

woraus

mga;—b

folgt. Dies war zu beweisen.

[ Diese SchluBkette kénnten wir auch etwas knapper so aufschreiben (mit ,,Satz* zitieren wir

die entsprechenden wahren Aussagen aus der Vorlesung nach Beispiel 1.13):

(a—b)zzosg) a2 —2ab+ 1% >0

Satz b
g) a® + 2ab + b* > 4ab

Sate ) (a +b)? > 4ab

Ll Vi <a+b
V4ab>0, a+b>0

Rechnen mit Wurzeln 2\/@ <a+ b

Satz.0) \/%ga;rb.

Sei z € Z und gelte A(z), d.h. z ist ungerade. Wir miissen zeigen, daf§ B(z) wahr ist.
WEeil z ungerade, gibt es nach Definition 1.14 der Vorlesung eine ganze Zahl k, so daf} z =
2k + 1. Nun kénnen wir einfach das Quadrat von z ausrechnen:
22 =(02k4+1)2 =4k + 4k +1 =2(2k* + 2k) + 1
——

€z
Also 148t sich auch 22 in der Form 22 = 2 + 1 mit [ € Z schreiben, wobei hier | = 2k? + 2k
ist. Also ist 22 ungerade. Somit ist B(z) wahr und die Aussage bewiesen.

In diesem indirekten Beweis zeigen wir die zu Vz € Z : [B(z) = A(z)] &quivalente Aussage
VzeZ: [-A(z) = —-B(2)].

Sei also z € Z und es gelte = A(z), also ist z nicht ungerade, und damit gerade. Wir miissen
zeigen, dafl —B(z) wahr, also z? gerade ist.

WEeil z gerade, existiert nach Definition 1.14 ein k € Z mit z = 2k. Quadrieren ergibt

2 _ 2 _ 2 _ 2
22 = (2k)? = 4k _2(%Z ).
€

Nach Definition 1.14 ist damit 22 gerade, also =B(z) wahr, und damit die Aussage bewiesen.



Wir formalisieren die Aussagen wie folgt:
P: VYreM3yeS:V(x,y)
Q: JyeSVeeM:Vix,y)

Beginnen wir mit der Frage, ob P hinreichend fiir ) ist, das heifit, ob P = Q. Dies ist falsch.
Wenn jeder Mensch mindestens eine Sprache versteht, kann man daraus nicht schlielen, dafl
es eine Sprache gibt, die alle verstehen. (Man konnte sich zum Beispiel vorstellen, daf jeder
Mensch nur seine eigene Sprache hat, die er mit niemandem teilt, dann gilt @ sicher nicht.)

Umgekehrt ist aber P notwendig fiir ), d.h. ) = P ist wahr. Wenn es eine Sprache gibt,
die jeder einzelne Mensch versteht, so versteht ja jeder Mensch auch mindestens eine Sprache
(diese Universalsprache eben) und P ist erfiillt.

Wir negieren die Aussagen:
—P:3xeMVyeS:-V(x,y)

Sprachlich: Es gibt (mindestens) einen Menschen, der keine Sprache versteht.
-Q:YyeS3dxeM:-V(x,y)

Sprachlich: Fiir jede Sprache gibt es mindestens einen Menschen, der sie nicht versteht. Oder
auch: Es gibt keine Sprache, die jeder Mensch versteht.

Diese Aufgabe kénnen wir auf zwei Weisen 16sen, zum einen durch erneutes Nachdenken:
Die Aussage (=@ = —P) ist falsch, also ist =P nicht notwendig fiir =(Q), denn es kann
genau wie oben z.B. der Fall sein, dafl jeder seine eigene Sprache spricht, aber es keine Uni-
versalsprache gibt.

Demgegeniiber ist die Aussage (—P = —(@)) wahr, also ist =P hinreichend fiir =@, denn
wenn es einen Menschen (sagen wir, er heifit Anton) gibt, der keine einzige Sprache versteht,
dann gibt es natiirlich zu jeder Sprache einen Menschen (ndmlich Anton), der sie nicht ver-
steht.

Die schnellere Methode ist das Ausnutzen der bekannten Aquivalenzregeln fiir die Implikation.
Da gilt:

(P = Q) & (-Q = ~P)
sowie

(Q = P) = (-P = —=Q),

ist sofort aus Teilaufgabe b) ersichtlich, dafl (-Q = —P) falsch und (=P = —=Q) wahr ist.

Es ist
XnY ={2}
XUY ={1,2,3}
X\Y ={1}

X xY ={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}
P(X < V) = {2, {(1,2)}{(1.3)} {22} {2.3)},
{(1,2), (1,31, {(1,2), (2.2)1,{(1,2), (2,3)},{(1,3), (2.2)1,{(1,3), (2,3)},{(2,2), (2.3)},
{(1,2),(1,3), 2,21, {(1,2), (1,3), (2,3)},{(1,2), (2.2), (2.3)},{(1,3), 2,2), (2:3)}, X x Y},

(Die Potenzmenge hat 16 Elemente.)



i)

ii)

Wir zeigen:
AUB={1,5,79} < zx=1Aa=09.

Beweis von <= Gelte x = 1 und @ = 9. Dann ist A = {9,1,1} = {1,9}, und
B ={1,5,7}, also nach Definition der Vereinigungsmenge AU B = {1,5,7,9}. v
Beweis von ,—“: Gelte AU B = {1,5,7,9} Nach Definition der Vereinigungsmenge
gilt
AUB = {a,z,21,5,7}

Da diese Menge gleich der Menge {1,5,7,9} ist, mufl insbesondere fiir x gelten, dafl
r €{1,5,7,9} und 22 € {1,5,7,9}. Wir konnen nun alle Moglichkeiten durchprobieren:

— z =9 geht nicht, da 92 =81 ¢ {1,5,7,9}.

— x =7 geht nicht, da 72 =49 ¢ {1,5,7,9}.

— =5 geht nicht, da 5% = 25 ¢ {1,5,7,9}.
Damit bleibt nur = 1 iibrig. Es ist dann 22 = x = 1 € {1,5,7,9}, und AU B =
{a,1,5,7} = {1,5,7,9}. Also muB} a = 9 sein.
Behauptung: A C B ist genau dann wahr, wenn z = 1 und a € {1,5, 7}, also

ACB << x=1 AN ae{l,5 7}

Beweis von ,<=*“: Gelte z = 1 und a € {1,5,7}. Dann ist B = {1,5,7} und A =
{a,1,1%} = {a,1}; man sieht sofort, daf fiir a € {1, 5,7} die Teilmengenbezichung A C B
erfiillt ist. v/

Beweis von ,,—“: Gelte A C B, also miissen alle Elemente von A auch in B enthalten
sein. Da 1 € A, muf} also 1 € B gelten, was genau dann mdoglich ist, wenn z = 1. In
diesem Fall haben wir also A = {a,1,1} = {a,1} und B = {1, 5,7}, also ist wegen A C B
dann auch a € B ={1,5,7}. V



